Posloupnosti funkci

Poznamky a ptiklady. 1. (Moore-Osgoodova véta) Necht {f,} je posloup-
nost redlngch funkci definovangch na (a,b) a f : (a,b) > R a f, =
f. Pokud liri1+ fn(x) existuje vlastni pro kaZdé n € N, potom existuje

T—r

limgpy f(2) a plati

lim f(z)= lim (lim fn(:c>>,

—b+ n—00 \ z—b+
(specidlné, limita napravo existuje).

2. Analogicky k posloupnostem definujeme i bodovou a stejnomérnou konver-
genci Fad funkci. Oznacime-li s,(x) = Y 1_; fx(x), pak vikdme, Ze vada
>ne konverguje bodové. resp. stejnométné k funkci (souctu) s : A — R,
pokud s, — s, resp. s, = S.

3. (nutnd podminka stejnomérné konvergence fad) Pokud Fada ", f, konver-
guje stejnomérné, potom f, = 0.

4. (Weierstrassiv M -test) Necht {f,} je posloupnost funkci dfinovanich na
A CR? a{a,} je posloupnost nezipornijch redlngjch cisel. Predpoklidejme
navic, Ze

o [fu(@)| <an, z€A nEN,

. 2:21 ay < 00.

oo
Potom Fada Z fn konvrguje stejnomérné (na A).

n=1

Definice 1 (stejn& omezenost posloupnosti funkci). Necht {fi} je posloupnost
(redlngjch, ¢i komplexnich) funkei definovangjch na A C Re. Potom Fikdme, Ze
posloupnost { fr} je stejné€ omezend, pokud existje K € R, Ze

[fa(@)| <K, neN, zeA

Véta 2 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht {a,} je monoténni posloup-
nost redlngjch funkci definovangch na A C R?, (tj. plati a,, < any1 na A, n €N,
nebo a, > a,y1 na A, n € N)

Necht navic {b,} je posloupnost (redlnijch, ¢i komplexnich) funkci definova-
ngjch na A C R?,

Pokud plati alesponi jedna z ndsledujicich podminek:

e (Dirichlet) a,, = 0 a posloupnost éistecngch souéti Fady > b, je stejné
omezend (oboji na A),

o (Abel) {a,} je stejné omezend a > b, konverguje stejnomérné (oboji na
A),



potom Fada Y a,b, konverguje stejnomérné (na A).

Poznamky a priklady. 1. specidlni volbou b, = (—1)" dostaneme Leibni-
zovo kritérium (pro stejnomérnou konvergenci)

2. Abelovo kritérium ddvd snadny dikaz Abelovy véty z minulého semestru.



