
Posloupnosti funkcí

Poznámky a p°íklady. 1. (Moore-Osgoodova v¥ta) Nech´ {fn} je posloup-
nost reálných funkcí de�novaných na (a, b) a f : (a, b) → R a fn ⇒
f . Pokud lim

x→b+
fn(x) existuje vlastní pro kaºdé n ∈ N, potom existuje

limx→b+ f(x) a platí

lim
x→b+

f(x) = lim
n→∞

(
lim

x→b+
fn(x)

)
,

(speciáln¥, limita napravo existuje).

2. Analogicky k posloupnostem de�nujeme i bodovou a stejnom¥rnou konver-
genci °ad funkcí. Ozna£íme-li sn(x) =

∑n
k=1 fk(x), pak °íkáme, ºe °ada∑∞

k=1 konverguje bodov¥. resp. stejnom¥tn¥ k funkci (sou£tu) s : A → R,
pokud sn → s, resp. sn ⇒ s.

3. (nutná podmínka stejnom¥rné konvergence °ad) Pokud °ada
∑

fn konver-
guje stejnom¥rn¥, potom fn ⇒ 0.

4. (Weierstrass·v M -test) Nech´ {fn} je posloupnost funkcí d�novaných na
A ⊆ Rd a {an} je posloupnost nezáporných reálných £ísel. P°edpokládejme
navíc, ºe

� |fn(x)| ≤ an, x ∈ A, n ∈ N,

�

∑∞

n=1 an <∞.

Potom °ada

∞∑
n=1

fn konvrguje stejnom¥rn¥ (na A).

De�nice 1 (stejná omezenost posloupnosti funkcí). Nech´ {fk} je posloupnost
(reálných, £i komplexních) funkcí de�novaných na A ⊂ Rd. Potom °íkáme, ºe
posloupnost {fk} je stejn¥ omezená, pokud existje K ∈ R, ºe

|fn(x)| ≤ K, n ∈ N, x ∈ A.

V¥ta 2 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Nech´ {an} je monotónní posloup-
nost reálných funkcí de�novaných na A ⊂ Rd, ( tj. platí an ≤ an+1 na A, n ∈ N,
nebo an ≥ an+1 na A, n ∈ N)

Nech´ navíc {bn} je posloupnost (reálných, £i komplexních) funkcí de�nova-
ných na A ⊂ Rd.

Pokud platí alespo¬ jedna z následujících podmínek:

� (Dirichlet) an ⇒ 0 a posloupnost £áste£ných sou£t· °ady
∑

bn je stejn¥
omezená (obojí na A),

� (Abel) {an} je stejn¥ omezená a
∑

bn konverguje stejnom¥rn¥ (obojí na
A),
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potom °ada
∑

anbn konverguje stejnom¥rn¥ (na A).

Poznámky a p°íklady. 1. speciální volbou bn = (−1)n dostaneme Leibni-
zovo kritérium (pro stejnom¥rnou konvergenci)

2. Abelovo kritérium dává snadný d·kaz Abelovy v¥ty z minulého semestru.
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